                            О   путевом кодировании k-граней в n-кубе.
                                                    Г.Г.Рябов (НИВЦ МГУ)

Детальное моделирование крупных научно-технических проектов на суперкомпьютерных системах стало необходимым технологическим этапом разработок. Вычислительная среда для такого моделирования в виде сеток, решеток, комплексов в настоящее время составляет 108-109 конечных элементов (в трехмерном случае). Несмотря на существенное различие областей, в которых используется подобная среда (теоретическая физика, гидроаэродинамика, компьютерное зрение и др.) отчетливо прослеживаются тенденции:
1.Увеличение объемов среды-1010-1012 конечных элементов.
2.Учет разнообразных геометрико-топологических особенностей в структуре этой среды .
3.Необходимость оперативной перестройки структуры среды в процессе моделирования.
Прогресс в этой области чаще всего связывают с наращиванием технических средств в виде тысяч и даже миллионов микропроцессоров в кластерных системах. Менее проработаны междисциплинарные вопросы взаимодействия компьютера с объектами комбинаторной топологии, геометрии чисел и группами преобразований.
Для исследования общих вопросов эффективного кодирования, методов хранения в памяти компьютера, генерации и преобразований подобных структур с учетом симметрий (подобий) и потенциального параллелизма вычислений в НИВЦ МГУ разрабатывается экспериментальная инструментальная система под условным названием «топологический процессор».
     Многие конструкции представления топологических объектов в виде кубических комплексов  связаны с отображением в n-мерный куб (In). Описания таких построений практически являются основой для алгоритмов при компьютерной реализации таких построений.[3] Комбинаторный характер объектов при таких построениях существенно повышает значение формы машинного представления информации о структурных единицах различной размерности [5]. Некоторым вариантам таких представлений относительно In и посвящен предлагаемый доклад.
Пусть In-единичный n-куб в евклидовом пространстве Rn, а вектор f(In)=(f0,f1,…fn), где fk-число граней размерности k (k-граней). Для In: 
                                         fk=   C(n,k) ∙ 2n-k   ;где C(n,k)-число сочетаний из n по k;         (1)
Обозначим через V(n,k,l)-числа в пирамиде Паскаля, которые являются триномиальными коэффициентами в разложении тринома (x+y+z)n. [2] 

Поскольку можно представить:                                                         

                                          V(n,k,l)=C(n,k)C(n-k,l)     ; и

                             n-k                                         n-k                                         n-k
                  Σ  С(n,k)C(n-k,l)  =C(n,k)  Σ C(n-k,l) = C(n,k) 2n-k = Σ V(n,k,l);
                   l=1                                                               l=1                                                           l=1
и из (1) cледует:                     n-k
                                          fk= Σ V(n,k,l);                     ( 2 )

  l=1
Геометрическая интерпретация ( 2 ) представлена на рис.1

   С другой стороны V(n,k,l) – число кратчайших путей по единичным ребрам 3d решетки из вершины пирамиды с декартовыми координатами (0,0,0) в вершину с координатами (х,y,z), для которых выполнено:

                                             l=x; k=y; n=x+y+z;

Отсюда каждой k-грани в In соответствует единственный кратчайший путь в 3d-решетке, который может быть закодирован троичным кодом. Сумма всех чисел в n-ом слое пирамиды Паскаля равна 3n и следовательно:
                                                     n
                                                    Σ  fk = 3n;
                                                    k=0
Следует заметить, что при рассмотрении фундаментальных соотношений Дена-Соммервиля и уравнения Эйлера обычно рассматривается f-вектор с компонентами (f0,f1,…fn-1). В нашем случае всегда fn=1.
Рассмотрим множество всех троичных n-разрядных кодов {a1,a2,…an},где ai
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{0,1,2}. Положим, что «двойки» соответствуют ребрам, а номер разряда с «двойкой» номеру единичного базисного вектора, коллинеарного данному ребру. Число двоек в коде равно размерности грани. «Оставшаяся» часть кода из 0 и 1 соответствует трансляции этой грани из вершины (0,0,…0) в соответствующую вершину In. Так для I4 код 2021 соответствует двумерной грани (квадрату), образованного декартовым произведением е2 х е4 (квадрат с вершинами (0000),(1000),(0010),(1010)) и транслированный в вершину (0001), т.е. имеющим вершины (0001),(1001),(0011),(1011). (рис.2)
Троичные коды, не содержащие «двоек», соответствуют вершинам n-куба в традиционной кодировке.
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Рис1. а).Пирамида Паскаля со слоем n=4 (соответствует I4) ; толстой линией показан кратчайший путь по целым точкам, соответствующий 2-грани с кодом 2120. b).Положение 2-граней в I4 с кодами 2020, 2021, 2120 и 2121.  
Расположение всех  n-разрядных троичных кодов в порядке возрастания образует вполне упорядоченное множество кодов k-граней In. Такое кодирование можно назвать путевым кодированием.
Легко видеть, что простейшие логические операции над любой парой таких кодов дают ответ на вопросы наличия общих вершин, ребер и граней разной размерности, что эффективно при компьютерных представлениях. 
  Заметим также, что такое кодирование более компактно, чем кодирование k-граней двойным двоичным кодом, где первый n-разрядный двоичный код отражает каким k базисным векторам коллинеарны ребра данной k-грани (единицы в разрядах кода соответствуют номерам базисных векторов). Второй n-разрядный двоичный код-код трансляции в соответствующую вершину n-куба. Так для 2-грани с путевым троичным кодом 2120 в этом представлении будет соответствовать восьмиразрядный код 10100100. Если расположить в порядке возрастания все 2n-разрядные коды, то среди них будет 22n - 3n кодов, не соответствующих никаким k-граням.
Во многих комбинаторных конструкциях играют существенную роль триангуляции n-куба. В [1] рассматривается примитивная триангуляция, определенная как разбиение In на симплексы равного объема 1/n! В соответствие каждому симплексу из числа n! ставится подстановка из симметрической группы Sn по следующему правилу.
    Пусть имеется ортонормированный базис в Rn : е1, е2, …еn. Для подстановки

                                                        1   2   3  … n

                                                        i1   i2   i3 … in
определим последовательность обхода вершин n-куба, как соответствующую последовательности векторов: ei1, ei1+ei2, ei1+ei2+ei3, …ei1+ei2+ei3+…+ein.
По мере обхода в таком порядке вершин строятся ребра симплекса, соединяя текущую вершину со всеми предыдущими в этой последовательности. Такой метод построения был назван методом путевых симплексов. Там же доказывается, что так перечисляются все симплексы примитивной триангуляции и в этой связи каждому симплексу примитивной триангуляции можно поставить в соответствие перестановку целых чисел от 1 до n. Расположив все такие перестановки в лексикографическом порядке и присвоив каждой из них соответствующий порядковый номер, в дальнейшем можно считать этот номер кодом соответствующего симплекса.
Здесь удобно воспользоваться факториальной системой счисления [4], когда число s представляется как (dm,dm-1,…d1), где dk взяты из разложения:

                                                                          m
                                                                     s=Σ dk k!;    (dk ≤ k)
                                                                         k=1
Так для I4 число симплексов в  триангуляции равно 24 ,т.е. достаточно 5-и разрядного двоичного кода. Поэтому симплексу на вершинах (0000)(1000)(1010)(1110)(1111) соответствует перестановка (4231), которая в свою очередь имеет порядковый номер 21 (перестановка (1234) имеет номер 0) и соответствующий двоичный код 10101 или в факториальной записи (3,1,1)  во вполне упорядоченной последовательности симплексов примитивной триангуляции I4. (рис.2) Факториальная запись удобна для восстановления по ней самой перестановки. Так первое число в перестановке равно dm+1, на втором месте 
dm-1+1-ое число из оставшихся, расположенных по порядку, и т.д.
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 Рис.2 а). Примитивная триангуляция I4 - построение симплекса для перестановки 4231 (более толстые линии). b).Схема вклада симплексов в звезду вершины (00…0) со стороны n-кубов, содержащих (00…0).
 При компьютерных комбинаторно-топологических построениях и преобразованиях важную роль играет  машинное представление структуры звезды вершины, как полиэдра.[6]. В случае примитивной триангуляции Rn при заданном ортонормированном базисе, звезда каждой вершины представляет транслируемый полиэдр. Он образован как симплициальный комплекс, включающий симплексы  из всех «октантов»(n-кубов), которые содержат эту вершину (целую точку). Число таких октантов-кубов равно 2n. Из каждого такого куба в рассматриваемый комплекс входят только те симплексы, которые содержат эту общую вершину при рассматриваемой триангуляции. Будем считать, что каждому из таких кубов придана «местная система координат»- кодировка вершин In.  Обозначим число вершин n-куба с длиной кратчайшего пути равного k от вершины (0.0…0) до них через W(k), а число симплексов с одной из таких вершин S(k). Из метода путевых симплексов следует:
                                                            S(k)=k!(n-k)! ;

Поскольку:                                                         

                                                           W(k)=C(n,k);
 Общее  число симплексов в звезде:
                                                                                      n                              n                                  
                                                   S =ΣW(k)S(k)=ΣС(n,k) k!(n-k)!=(n+1)! ;
                                                                                     k=0                        k=0

Отсюда следует возможность такого же приема кодирования для симплексов в звезде, как и для n-куба.

Кроме того, отсюда же объем транслируемого звездного полиэдра для Rn : 

                                                            V(Pn)=(n+1)!∙1/n!=n+1;
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